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摘　要　证明了 n 维B anach 空间的单位球面最少可被 2n 个不含原点的半径相同的球对称覆
盖, 并计算了空间 (R n , ‖·‖2) 中, 单位球面可被∪ni= 1B (±rx i, r) (其中 r∈R+ , x i∈S X ) 覆盖时, r 的
最小值是 n
2
, 且球心{x i}ni= 1构成了 R n 的一组正交基.
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1　引　　言
自从 1932 年 Banach 的名著《T héorie des operations lineaires》问世以来, 人们开始了
Banach 空间的单位球和单位球面的几何理论的系统研究. 可以说整个Banach 空间几何学就
是Banach 空间单位球和单位球面的几何学, 如各种凸性, 光滑性均是通过单位球面的几何性
质定义的. 从“整”球出发, 用球“覆盖”集合或用其它几何形体覆盖球的直接主题也有很多.
例如M azur 交性质[ 1 - 4 ], 装球问题[ 5 - 12 ], P lank 问题[ 13 - 15 ], 拓扑度问题[ 16 - 19 ]
等, 它们已成为Banach 空间几何学、凸分析、非线性泛函分析以及复分析的重要组成部分.
本文的主要结果是:
定理 1　n 维Banach 空间X 中
a) 单位球面 S X 可被 2n 个不含原点的半径相同的球对称覆盖;
b) 每个不含原点的球对称覆盖至少含有 2n 个球.
定理 2　 空间 X = (Rn, ‖õ ‖2) , 若 S X < ∪ni= 1B (± rx i, r) (其中 x i ∈ S X , r ∈ R+ ) , 则





在全文中, X 表示Banach 空间, X 3 表示X 的对偶空间, S X 表示X 的单位球面,B X 表示X
单位球, S X 3 表示X 3 的单位球面,B X 3 表示X 3 单位球,A # 表示A 所含元素的个数. 定理证明
的结束我们用“□”表示.
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引理 1[20 ]　Banach 空间X 具有R adon2N ikodym 性质当且仅当X 的任意有界闭凸集是自
身强暴露点的闭凸包.
定义 2　若{x 0, x 1, ⋯, x n} < X , {x 1 - x 0, x 2 - x 0, ⋯, x n - x 0} 线性无关, 则称A ≡ co{x 0,
x 1, ⋯, x n} 为 n - 单形.
引理 3[21 ]　若A 是X 中的 n - 单形, 则A 的本质内点 icr (A ) ≠ Á .
引理 4　X 是 n 维Banach 空间
a) + ≡ {A : A 是X 中的点集且 in t (coA ) ≠ <}, 则m in{A # : A ∈ +} = n + 1;
b) +′≡ {A : A 是X 中的点集, in t (coA ) ≠ <且 - A = A }, 则m in{A # : A ∈ +′} = 2n.
证明　任意A ∈+′< + , 因为 in t (coA ) ≠<, 所以A 至少含有n 个线性无关的元素{x i}ni= 1,
否则 coA 包含在某个超平面中. 又因为任意 n 个线性无关元素的凸包的内点为空, 所以A 至少
含有 n + 1 个元素.
a) 注意, 有限维空间中, 本质内点和内点是一致的. 依引理 3, 存在只含有 n + 1 个元素的
集合, 该集合的凸包的内点非空. 进而,m in{A # : A ∈ +} = n + 1.
b) 因为A 是对称的, 所以{- x i}ni= 1 < A . 又因为 in t (co{± x i}ni= 1) ≠ <, 所以m in{A # : A ∈
+′} = 2n. □
定义 5　若A ≠ Á ,A < B X 3 , 存在 Α> 0, Β> 0, 使得任意 x ∈X , 均有 Α‖x ‖ Ε sup {<
x 3 , x > ûx 3 ∈A } Ε Β‖x ‖, 则称A 为赋范集.
引理6　n 维空间的赋范集A 最少包含n + 1个元素. 当A 是对称, 则最少包含2n 个元素.
证明　依引理 4 的 a) , 单位球面最少可用 n + 1 个超平面分离. 因为每个超平面对应一
个线性泛函, 所以 n 维空间的赋范集A 最少包含 n + 1 个元素. 又因为依引理 4 的 b) , 单位球
面最少可用 2n 个对称的超平面分离. 所以 n 维空间的对称赋范集A 最少包含 2n 个元素.
引理 7[22 ]　有限维Banach 空间X 中, x ∈S X 是‖õ ‖的G - 可微点当且仅当 x 是S X 3
的 Ξ3 - 暴露泛函.
3　定理的证明
定理 1　n 维Banach 空间X 中
a) 单位球面 S X 可被 2n 个不含原点的半径相同的球对称覆盖;
b) 每个不含原点的球对称覆盖至少含有 2n 个球.
证明　因为 dimX = n, 所以X 具有R adon - N ikodym 性质. 因为有限维空间中, 暴露点
和强暴露点一致, 所以依引理 1,B X 3 是B X 3 的暴露点的闭凸包. 依引理 4,B X 3 含有 2n 个对称
的暴露点± x 3i , i = 1, ⋯, n, 记A = {± x 3i }ni= 1, 使得 in t (coA ) ≠Á . 因此, È r0 > 0, s. t. r0B X 3
< coA . 依引理 7, È x i ∈S X , s. t. ‖x i‖′= x 3i . ‖x i‖′表示‖õ ‖在点 x i 的Gateaux - 导数.
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Ball-cover ings Property of Banach Spaces
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Abstract　 In th is paper, w e show that the sphere of the un it ball of every n2dim ensional Banach space can




, the sphere of the un it ball can alw ays be covered by 2n ballsw ith radius r and it can no t
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